
『魔方陣の世界』（大森清美著，日本評論社）

問題の解答

問題 1 （1）与式 =


8 13 11 2

10 3 5 16

1 12 14 7

15 6 4 9

 （2）与式 =


1 7 13 19 25

14 20 21 2 8

22 3 9 15 16

10 11 17 23 4

18 24 5 6 12


問題 2

A =


3 0 2 1

1 2 0 3

0 3 1 2

2 1 3 0

 , B =


1 3 2 0

2 0 1 3

0 2 3 1

3 1 0 2


として，これから M = 4A+B+E を構成する．

問題 3

A =


1 0 4 3 2

0 4 3 2 1

4 3 2 1 0

3 2 1 0 4

2 1 0 4 3

 , B =


2 3 4 0 1

1 2 3 4 0

0 1 2 3 4

4 0 1 2 3

3 4 0 1 2


として，これから M = 5A+B+E を構成すればよい（問題 2と同様）．

問題 4 たとえば，第 2桁に A，第 1桁に B を補助方陣として用いると，右端の方陣を得る．

4次方陣の例： A1 = B1 =

A2 = B2 =

5次方陣の例： A3 = B3 =

A2 = B2 =
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問題 5

11次，13次，15次方陣についても，同様に作ることができる（省略）．

問題 6

11次，13次，15次方陣についても，同様に作ることができる（省略）．

問題 7 補助方陣 A,B は次のようになる．これらから，M = 5(A−E)+B を構成すれば，右側の 5次方陣を得る．

問題 8 補助方陣 A,B は次のようになる．これらから，M = 5(A−E)+B を構成すれば，右側の 5次方陣を得る．
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問題 9 補助方陣 A,B は次のようになる．これらから，M = 7(A−E)+B を構成すれば，右側の 7次方陣を得る．

問題 10 補助方陣 A,B は次のようになる．これらから，M = 9(A−E)+B を構成すれば，右側の 9次方陣を得る．

問題 11

これらは，ともに対称魔方陣である．
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問題 12 この場合の補助方陣 A,B は次の通り．これらから，M = 8(A−E)+B を構成すれば，右側の 8次方陣を得

る．この 8次方陣も対称魔方陣である．

問題 13 この場合の補助方陣 A,B と，これらから得られる 12次方陣は次のようになる．

この 12次方陣も対称魔方陣である．

問題 14 左側の図の 2つの 3次部分方陣における着色折線部分の各 3つの要素をそっくり入れ換えれば，右側の 6次

方陣を得る．
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問題 15 次図は左上隅の 1～25の 5次方陣を基にして作った 10次配列である．この配列には中央部に示すような状

況が生起している．10次方陣の定和は 505であるから，たとえば，図の上下の対応する折線部分，着色部分の各 5個

の数字をそっくり入れ換えると，右側の 10次方陣を得る．

問題 16

問題 17 たとえば，次のようなものができる．
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問題 18 たとえば，次のような 10次方陣ができる．この場合の外周は，1～18，83～100での数を用いて作る．

問題 19 交換様式 1について，この様式による変換を施して得られる新しい配列を，元の方陣と比べると，

（1）第 1行，第 4行の第 2，3要素の順序を変えても，その和は不変（34）である．

（2）第 2行，第 3行の和も不変である（∵ 順序は変わるが，初め第 2行（第 3行）にあった要素（その定和はもち

ろん 34）は，この変換により，第 3行（第 2行）に来る）．

（3）上の（1）,（2）は列に関してもいえる．

（4）さらに，両対角線要素の和も不変である．

交換様式 2～6についても，同様である．

問題 20 この交換様式による変換を施して得られる新しい配列を，元の方陣と比べると，

（1）第 1行，第 2行の和は不変である（各行の要素が入れ変わる．順序は変わる）．

（2）第 3行の和は不変である（順序が変わる）．

（3）第 4行，第 5行の和も不変である．

（4）上の（1）～（3）は列に関してもいえる．

（5）さらに，両対角線要素の和も不変である（順序が変わる）．

問題 21 この場合の 7次完全補助方陣 Aとその転置方陣 A′ は，次のようになる．これら 2つの補助方陣 A,A′ から，

M = A+7(A′−E) を作れば，右側の 7次完全方陣を得る．

問題 22 m = 5の場合の Aの例10 14 4 7 5

3 1 8 15 13

11 9 12 2 6

 ,

11 2 12 9 6

3 15 8 1 13

10 7 4 14 5


m = 7の場合の Aの例 2 17 14 16 7 9 12

21 3 4 11 18 19 1

10 13 15 6 8 5 20

 ,

12 9 7 16 14 17 2

1 19 18 11 4 3 21

20 5 8 6 15 13 10
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問題 23

問題 24

問題 25
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問題 26
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問題 27

問題 28

問題 29 a = 4，b = 1，c = 7，d = 6のとき，A = 5，B = 8，C = 2，D = 3 となり，この場合の 2重配列は下図左側

（2重記号の括弧は略）のようになる．各 2重記号 (ab)に 8a+bを対応させれば，中央図のような 8次の 2重方陣が完

成する．なお，右側の図は各数を 2乗したもので，定和 11180を与える．
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問題 30 この場合，P = 2×3×5×7×11×13×17 = 510510である．左側の「デューラーの方陣」の各数に P +1 =

510511を加えると，右側の 4次連続合成数方陣ができる．

問題 31

問題 32 まず，最小数 1と最大数 10とは同一線上になければならない．なぜならば，魔星形 5角形（5星陣）の定和

は 22であったから，1を通る 2本の線上の他の 3数の和は共に 21である．そこで，これらの 6数の和は 42でなけれ

ばならないが，もしも，10がこの 6数の中になければ，最大可能数は 9+8+7+6+5+4 = 39となって，42 にはなり得

ないからである．

次に，1と 10を通る線を L = {1,10,a,b}（a+b = 11）とし，1を通る他の線を L1，10を通る他の線を L2 とする．L

の 4数の組合せとしては下記の（イ）（ロ）（ハ）（ニ）の 4つの場合が考えられるが，これらの各場合について L1,L2

を（a,b以外の数字を用いて）調べると次のようになる．

L = {1,10,a,b} L1 L2

（イ） {1,10,2,9} {1,6,7,8} {10,3,4,5}
（ロ） {1,10,3,8} {1,5,7,9} {10,2,4,6}
（ハ） {1,10,4,7} {1,×××} {10,×××}
（二） {1,10,5,6} {1,4,8,9} {10,2,3,7}

ところで，線 L1,L2 は 1つの共通数をもたなければならないが，上記の可能性のある 3つの場合（イ），（ロ），（ニ）

のどれについても，そのような数がない．ゆえに，1～10の数字を用いた 5星陣は不可能である．

問題 33 1～12の数の合計数 1+2+3+ · · ·+12 = 13×6 = 78は列の数 4で割り切れないことから，作れないことは明

らかである．

問題 34 数 ax+bは数 xと個数が同じになる．すなわち，n個ある．そこで，次のことを示せばよい．「任意の合同で

ない x1 と x2 に対応する 2つの数 ax1+bと ax2+bは nを法として合同でない」

実際，ax1+b ≡ ax2+b (mod n)と仮定すれば，合同式：ax1 ≡ ax2 (mod n)が導かれるが，ここで，条件から aと

nとは互いに素であるから，x1 ≡ x2 (mod n)となる．これは，数 x1 と x2 とは合同でないという仮定に矛盾する．
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問題 35 この場合の補助方陣 A,B は，次のようになる．これらから，M = 5A+B+E を作成すれば，右下の 5次方

陣を得る．

問題 36

(i−j) を (i, j)要素とする補助方陣 Aが定和性をもつ（もち得る）ことは，本論の “補助方陣 B の作法”におけると

同様である．次に，(i−2j)を (i, j)要素とする補助方陣 B が定和性をもつ（もち得る）ことについて示す．

（1）各行，各列の和は一定になる．

実際，i を固定し，j を 1,2,3, · · · ,n上を動かす場合，2と奇数 nとは互いに素であるから，i−2j も mod nの完全剰

余系にわたる．

列についても，同様である．

（2）主対角線要素 (i, i)；i = 1,2,3, · · · ,n は，(i−2i) = (−i) であるが，i が完全剰余系を変わるとき，−i も mod n

の完全剰余系にわたる．

（3）副対角線要素 (i, j)；i+j = n+1については，(i−2j) = (i+2(i−n−1)) = (3i−2) となるから，この場合には，

法 nが 3を因数としてもつか否かによって，2つの場合に分けて扱わなければならない．

（イ）法 nが 3を因数としてもたない場合は，3と法 nとは互いに素であるから，i が mod n の完全剰余系をわたる

とき，3i−2も mod n の完全剰余系にわたる．

（ロ）法 nが 3を因数としてもつ場合は，3i−2 は完全剰余系を形成しない．このときは，副対角線上には記号

(1),(4), · · ·(n−5),(n−2) が各 3個ずつ現れる．

そこで，副対角線上にも定和を与えるようにするには，これらの記号に次の条件を与えればよい．

3{(1)+(4)+ · · ·+(n−5)+(n−2)} =
n(n−1)

2

∴ (1)+(4)+ · · ·+(n−5)+(n−2) =
n(n−1)

6

（注） 上式の右辺は必ず整数値を与える（nは 3の倍数であり，n−1は偶数であるから，n(n−1)は 6の倍数で

ある）．また，上式を満たす (1),(4), · · · ,(n−5),(n−2)は必ず存在する．実際，各 (i)について，(i) = iとすれ

ば確かに上式を満足する．

上記の補助方陣 A,B の直交性についての証明は簡単である．実際，いま，

(i−j) = (i′−j′)，(i−2j) = (i′−2j′)

と仮定すれば，

i−j ≡ i′−j′, i−2j ≡ i′−2j′ (mod n)

第 1式から第 2式を辺々減ずると，j ≡ j′ (mod n)となる．すると，第 1式からただちに，i ≡ i′ (mod n) を得る．

ところが，1 <
= i, i′, j, j′ <

= n であるから，i = i′；j = j′，すなわち，(i, j) = (i′, j′) となる．
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問題 37（5次方陣，9次方陣）

n = 5 の場合の補助方陣 A,B は，次のようになる．さらに，補助方陣 Aにおいては，たとえば，

(0) = 2, (1) = 4, (2) = 3, (3) = 1, (4) = 0；

補助方陣 B においては，(0) = 2，(1) = 1，(2) = 0，(3) = 4，(4) = 3とすれば（記号 (0)は，必ず (0) = 2とする），右

側の 5次方陣を得る．

n = 9 の場合の補助方陣 A,B は，次のようになる．

補助方陣 Aにおいては，まず，(0) = (9−1)/2 = 4を固定する．他の記号については，たとえば，(1) = 3，(2) = 2，

(3) = 1，(4) = 0，(5) = 8，(6) = 7，(7) = 6，(8) = 5 と定める．

補助方陣 B においては，副対角線上にある 3つの記号 (1),(4),(7)に条件 (1)+(4)+(7) = 12を与えるわけであるが，

たとえば，(1) = 7，(4) = 4，(7) = 1とする．他の記号については，(0) = 8，(2) = 6，(3) = 5，(5) = 3，(6) = 2，(8) =

0とするならば，上記右側の 9次方陣を得る．

問題 38 奇数 nが 3の倍数でないとき，(3i+j)を (i, j)要素とする補助方陣 Aが定和性をもつことは，次のようにし

て示される．

（1）行および列についての定和性は，もはや明らかであろう（3は，nと互いに素である）．

（2）主対角線要素は (3i+i) = (4i)であるが，4は法 n（奇数）とは互いに素であるから，iが完全剰余系をわたると

き，4iも完仝剰余系にわたる．

（3）副対角線要素は，(3i+j) = (3i−i+n+1) = (2i+1)となるが，2と奇数 nとは互いに素であるので，2i+1 も完

全剰余系を形成する．

補助方陣 B が定和性をもつことも，同様にして示される（省略）．

次に，補助方陣 A,B の直交性について示そう．実際，(3i+j) = (3i′+j′)，(3i−j) = (3i′−j′)と仮定すれば．

3i+j ≡ 3i′+j′, 3i−j ≡ 3i′−j′ (mod n)

であるから，第 1式から第 2式を辺々減ずると，2j ≡ 2j′ (mod n) となる．ここで，2と nとは互いに素であるから，

j ≡ j′ (mod n) を得る．そこで，第 1式から 3i ≡ 3i′ (mod n)が導かれるが，条件から nは 3の倍数でなので，3と n

とも互いに素である．よって，i ≡ i′ (mod n) となる．ところが，1<
= i, i′, j, j′ <

= n であるので，i = i′ かつ j = j′．し

たがって，(i, j) = (i′, j′) となる．
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問題 39（7次方陣）

この場合の補助方陣 A,B は，それぞれ次のようになる．

ここで，補助方陣 Aにおいては，たとえば，(0) = 0，(1) = 6，(2) = 1，(3) = 5，(4) = 2，(5) = 4，(6) = 3，(7) = 6

と定める．補助方陣 B においては，たとえば，(0) = 6，(1) = 0，(2) = 5，(3) = 1，(4) = 4，(5) = 2，(6) = 3として，

M = 7A+B+E を作れば，上記右側の 7次方陣を得る．

問題 40（8次方陣）

この場合の補助方陣 A,B は，それぞれ次図のようになる．

ここで，たとえば，補助方陣 Aにおいて，(0) = 3，(1) = 0，(2) = 1，(3) = 2とすれば，他の記号については，関

係式: (i)+(i+4) = 7から，(4) = 4，(5) = 7，(6) = 6，(7) = 5となり；補助方陣 B においては，たとえば，(0) = 7，

(1) = 6，(2) = 5，(3) = 4とすれば，他の記号については，関係式 : (i)+(i+4) = 7から，(4) = 0，(5) = 1，(6) = 2，

(7) = 3となり，これから右側の 8次方陣が完成する．

問題 41 このときは，関係式 :(k)+(k+3) = 5 から，補助方陣 Aにおいては，(0) = 2，(1) = 0，(2) = 1とすれば，

(3) = 3，(4) = 5，(5) = 4；補助方陣 B においては，(0) = 4，(1) = 5，(2) = 3とすれば，(3) = 1，(4) = 0，(5) = 2と

なる．

この場合は結局，右の 6次方陣を得る．
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問題 42 n = 10（m = 5）の場合の 2重配列 C′′ は，左側の図のようになる．

この 2重配列 C′′ において，4組の同色の要素どうしを入れ換えると，右側の図のような（第 1, 2成分とも）定和性

を有する 2重配列が得られる．

（注） 実際に，10次方陣を作るには，補助方陣 A,B とも，(k)+(k+5) = 9（k = 0,1,2,3,4）なる条件を与える．

問題 43 5次の立体魔方陣（定和 315）

問題 44 7次立体補助方陣 A,B,C は，それぞれ，次のようになる．
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（注） 補助方陣 A,B には，1本の立体対角線上で同じ記号 (2)が 7回現れるので，(2) = 3と定める．

補助方陣 C では，n = 7 が 3の倍数でないから，4本の対角線において無条件で定和を与える．

問題 45 8次立体補助方陣 A,B,C は，それぞれ，次のようになる．
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立体補助方陣 B,C においては，それぞれ，y 軸，z 軸方向；x軸，y 軸方向に同じ記号が 4回ずつ現れる．この場合

は，(0)+(4) = (1)+(5) = (2)+(6) = (3)+(7) = 7なる条件を与えることになるが，A,B,C において，たとえば，(0) =

1，(1) = 3，(2) = 5，(3) = 7（このとき，(4) = 6，(5) = 4，(6) = 2，(7) = 0となる）とすれば，次の 8次の立体魔方

陣（定和 2052）を得る．
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問題 46 いま，仮に，点 (x,y,z)と点 (x′,y′,z′)とに同一数が対応するとすれば，

x+2y+4z ≡ x′+2y′+4z′ (mod 11) ……
x+2y+5z ≡ x′+2y′+5z′ (mod 11) ……

x+3y+5z ≡ x′+3y′+5z′ (mod 11) ……

の 3式が同時に成り立たねばならないが，このとき， − から，

z ≡ z′ (mod 11)

− から，

y ≡ y′ (mod 11)

これらと， 式とから，

x ≡ x′ (mod 11)

が得られるが，ここで，x,x′,y,y′,z,z′ = 0,1,2, · · · ,10であるから，

x = x′, y = y′, z = z′ ∴ (x,y,z) = (x′,y′,z′)

となる．

［別証明］ x,y,z の係数で作る行列式 Dの値を使う．

D =

∣∣∣∣∣∣
1 2 4

1 2 5

1 3 5

∣∣∣∣∣∣ = 1 ·2 ·5+2 ·5 ·1+4 ·1 ·3−4 ·2 ·1−5 ·3 ·1−5 ·2 ·1 = −1

D = −1 と法 11とは互いに素であるから，A,B,C は直交する．

問題 47 与式は，法 nはそのままとし，両辺に 2を掛けても成り立つから，

(n+1)(a1+a2+a3) ≡ n−1 (mod n)

ここで，nと n+1とは互いに素であるから，a1+a2+a3 ≡ n−1 (mod n) となる．

また，逆に，a1+a2+a3 ≡ n−1 (mod n) ならば，法 nはそのままとし，両辺に
n+1

2
（nは奇数）を掛けても成り

立つから，
n+1

2
(a1+a2+a3) ≡

n+1

2
·(n−1) ≡ (n+1) · n−1

2
≡ n−1

2
(mod n)

となる．
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